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Úvod
Na základní ²kole se ºáci setkávají s geometrickými zobrazeními jiº na prvním stupni.
Dokáºí dokreslit osov¥ soum¥rný obrázek, najít osu i st°ed soum¥rnosti.Tyto doved-
nosti si procvi£ují nejen v rámci matematiky, ale také výtvarné výchovy. Na druhém
stupni jiº poznávají základní pravidla pro osovou a st°edovou soum¥rnost. Poté se
setkávají s geometrickými zobrazeními p°i výuce planimetrie na st°ední ²kole.
Tato práce je ur£ena pro u£itele matematiky na druhém stupni základní ²koly a na
st°ední ²kole. Jejím cílem je seznámit u£itele s moºnostmi dynamické geometrie a
nabídnout pracovní listy a inspiraci pro vyuºití ve výuce.
Práce obsahuje podrobn¥ zpracovanou osovou a st°edovou soum¥rnost. V diplo-
mové práci vycházím p°eváºn¥ z u£ebnice Matematika pro gymnázia - Planimetrie
RNDr. Evy Pomykalové. Z této u£ebnice bylo p°evzata i £ást p°íklad·. Díky tomu
má práce p°ímou vazbu na b¥ºnou výuku na na²ich ²kolách. P°itom ale nekopíruje
klasický zp·sob výuky. Snahou je naopak ukázat nové moºnosti a p°ístupy, které
p°iná²í dynamická geometrie, p°i výuce a °e²ení geometrických problém·.
Diplomová práce je rozd¥lena do p¥ti kapitol. První kapitola je v¥nována základním
vlastnostem geometrických zobrazení. Druhá kapitola obsahuje p°ehled nej£ast¥ji
uºívaných dynamických softwar· v eské republice, jejich krátký popis a pohled na
výhody a nevýhody pouºití po£íta£e ve výuce. V t°etí a £tvrté kapitole jsou po °ad¥
uvedeny základní vlastnosti osové a st°edové soum¥rnosti. Dále pak °e²ení pracovních
list· s popisem konstrukcí a konstrukcemi vytvo°enými za pomoci dynamického
softwaru Geogebra. Jednotlivé p°íklady jsou dopln¥ny pedagogickými poznámky,
které upozor¬ují, na co by se m¥l pedagog zam¥°it p°i °e²ení daného p°íkladu nebo
co d¥lalo student·m nejv¥t²í problém. Vyuºití pracovních list· uvádím vºdy pro
ur£ité ro£níky, výb¥r ro£ník· je zvolen £áste£n¥ z mé praxe a pak na základ¥ ²kolních
vzd¥lávacích plán· Gymnázia J. . Baara v Domaºlicích. estému ro£níku odpovídá
první ro£ník osmiletého studia, sedmému ro£níku druhý ro£ník osmiletého studia,
osmému ro£níku t°etí ro£ník osmiletého studia a první ro£ník ²estiletého studia atd.
Pracovní listy jsou v p°íloze mé práce a byly odzkou²eny p°i výuce na Gymnáziu J. .
Baara v Domaºlicích, kde jiº druhým rokem u£ím. Záv¥re£ná pátá kapitola je pojata
jako návrh na st°edo²kolskou odbornou £innost. U prací, které byly realizovány pod
mým vedením a jsou zam¥°eny na geometrické zobrazení a na práci s programem
Geogebra, jsou uvedeny ukázky.
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Kapitola 1
Geometrická zobrazení v rovin¥
Tato kapitola je v¥nována základnímu p°ehledu pojm· a vlastností geometrických
zobrazení v rovin¥. P°i psaní jsem vycházela ze st°edo²kolských u£ebnic, zejména
Matematika pro gymnázia - Planimetrie RNDr. Evy Pomykalové[1].
Zobrazení Z v rovin¥ je p°edpis, který kaºdému bodu roviny X p°i°azuje
práv¥ jeden bod X ′ roviny.
Zápis: Z : X → X ′
X. . . vzor
X ′. . . obraz
Samodruºný bod, útvar a sm¥r:
Je dáno zobrazení Z : X → X ′.
Bod, jehoº obraz splývá se vzorem (X ′ = X), se nazývá samodruºný bod.
Útvar, jehoº obraz splývá se vzorem (U ′ = U), se nazývá samodruºný útvar. Pokud
je útvar samodruºný, neznamená to, ºe v²echny body útvaru jsou samodruºné. Sta£í,
aby kaºdý bod tohoto útvar m¥l sv·j obraz op¥t na tomto útvaru.
Shodné zobrazení zobrazuje rovnob¥ºné p°ímky op¥t na rovnob¥ºné p°ímky, obra-
zem sm¥ru je tedy sm¥r. Samodruºným sm¥rem zobrazení se rozumí sm¥r, jehoº
obrazem je tentýº sm¥r. Sm¥r je ur£en kteroukoliv svou p°ímkou. Samodruºný sm¥r
je tedy ur£en p°ímkou, kterou zobrazení p°evede na p°ímku s ní rovnob¥ºnou.
1.1 Shodné zobrazení
Zobrazení Z : X → X ′ nazýváme shodným zobrazením nebo také shod-
ností práv¥ tehdy, kdyº obrazem úse£ky AB je úse£ka A′B′ a platí |AB| =
|A′B′|.
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Vlastnosti shodných zobrazení:
U kaºdé vlastnosti shodných zobrazení je uveden p°íklad, který tuto vlastnost ilu-
struje.
Shodné zobrazení je jednozna£n¥ zadáno pomocí t°í r·zných nekolineárních bod· a
jejich obraz·.
Podle v¥ty pot°ebujeme t°i r·zné nekolineární body, které m·ºeme libovoln¥ zvolit.
Dále k nim vhodn¥ zvolíme obrazy tak, aby odpovídající úse£ky byly stejn¥ dlouhé.
Máme t°i vzory a t°i obrazy, pokud zvolíme dal²í bod, m¥li bychom um¥t najít
obraz.
Na obrázku £.1 je shodné zobrazení zadáno pomocí bod· X, Y, Z,X ′, Y ′, Z ′. Bod V
libovoln¥ zvolíme a pokusíme jednozna£n¥ ur£it jeho obraz.
1. Zvolíme t°i nekolineární body v rovin¥.
2. Zvolíme X ′, Y ′, Z ′ tak, aby byla spln¥na podmínka: |XY | = |X ′Y ′|, |XZ| =
|X ′Z ′|, |Y Z| = |Y ′Z ′|.
3. Zvolíme libovoln¥ bod V . (Zvolili jsme ho mimo body X, Y, Z.)
4. Hledáme obraz bodu V . Musí být spln¥na definice shodného zobrazení. To
znamená, ºe |V ′X ′| = |V X| ,|V ′Y ′| = |V Y | a také |V ′Z ′| = |V Z|. Bod V ′ leºí
na pr·se£íku kruºnic k, l,m, k(X ′, |V X|), l(Y ′, |V Y |),m(Z ′, |V Z|).
5. Kruºnice k, l,m se protínají práv¥ v jednom bod¥, tím jsme ukázali, ºe v¥ta
platí.
Kaºdé shodné zobrazení je prosté.
Pokud je zobrazení prosté, musí platit, ºe kaºdým dv¥ma r·zným bod·m jsou p°i°a-
zeny dva r·zné body. Zvolíme dva r·zné body, které mají vzdálenost d. Sestrojíme-li
jejich obrazy ve shodném zobrazení, musí mít podle definice shodného zobrazení tyto
obrazy také vzdálenost d. Z toho vyplývá, ºe kaºdým dv¥ma r·zným bod·m jsou
p°i°azeny dva r·zné body.
Ve shodném zobrazení platí:
- obrazem p°ímky je p°ímka.
- obrazem kruºnice je kruºnice se shodným polom¥rem.
- obrazem úse£ky je úse£ka shodné délky.
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Obrázek 1.1: Jednozna£nost shodného zobrazení
1.1.1 P°ímá a nep°ímá shodnost
Pokud zobrazujeme nap°íklad trojúhelník v r·zných shodnostech, m·ºeme si v²im-
nout, ºe n¥kdy jsou vrcholy trojúhelníku pojmenovány ve stejné orientaci jako u
vzoru, potom se jedná o p°ímou shodnost. Jestliºe je tomu naopak, pak se jedná o
nep°ímou shodnost.
P°ímá shodnost zachovává orientaci - st°edová soum¥rnost, posunutí, oto£ení.
Nep°ímá shodnost nezachovává orientaci - osová soum¥rnost.
Obrázek 1.2: P°ímá a nep°ímá shodnost
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Obrázek 1.3: Identita
1.1.2 Identita
Identita nebo také totoºnost je speciálním p°ípadem shodného zobrazení, kdy kaº-
dému bodu X p°i°azujeme bod X ′ tak, ºe X ′ = X.
1.1.3 Involutorní zobrazení
Máme-li dva body A,B, pro které platí, ºe bod B je obrazem bodu A a sou£asn¥ je
bod A obrazem boduB, pak °íkáme, ºe body A,B tvo°í involutorní dvojici. Zobra-
zení, které není identita a p°i kterém kaºdý bod pat°í involutorní dvojici, nazýváme
involutorním zobrazením (involucí). Opakovaná involuce dává identitu.
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Kapitola 2
Výhody a nevýhody vyuºití softwaru
ve výuce matematiky
V této kapitole uvádím vybraný p°ehled geometrických softwar·, který lze p°i výuce
matematiky vyuºít. U jednotlivých softwar· uvádím základní informace a celkov¥
shrnuji jeho výhody a nevýhody pouºití ve výuce. Dále jsem ud¥lala krátkou re-
²er²i názor· koleg· na uºívání po£íta£· ve výuce matematiky. P°i hledání názor·
vycházím z £lánk· publikovaných na internetu.
2.0.4 Výhody vyuºití softwaru
Pouºití po£íta£· ve výuce d¥lá vyu£ování velmi atraktivním. Platí to pro v²echny
p°edm¥ty, ale pro matematiku obzvlá²´; vyuºití m·ºe být velmi efektivní. V eduka£-
ním procesu ºáci p°ijímají informace t¥mito smysly: zrakem (87%), sluchem (9%)
a ostatními smysly (4%). Z toho je z°ejmé, jak d·leºité je pouºívání vizuálních a
audiovizuálních pom·cek.viz[6]
Výhody vyuºití softwaru:
Mezi výhody bych za°adila následující:
1. vyuºití p°i domácí p°íprav¥ ºák·,
2. motiva£ní prost°edek,
3. aktivní p°ístup ºák·,
4. zatraktivn¥ní vyu£ování,
5. v¥t²í názornost,
6. moºnost opakování konstrukce,
7. rychlá zm¥na vstupních parametr· a následná zm¥na °e²ení.
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Dal²í výhodou m·ºe být samotné pouºití po£íta£·. D¥ti, které u£ení nebaví, se díky
po£íta£·m mohou pro u£ení nadchnout. P°i £astém pouºívání po£íta£· ve výuce
v²ak motivace klesá. P°i vyuºití výukových softwar· je usnadn¥ná práce s nadpr·-
m¥rnými i podpr·m¥rnými ºáky, jelikoº si ºák p°i práci volí vlastní tempo práce.
Navíc programy umoº¬ují bezprost°ední zp¥tnou vazbu, která p°i výuce ob£as chybí.
A na rozdíl od b¥ºného se²itu výukový program nesnese nep°esnosti, kterých se ºáci
£asto dopou²t¥jí, nap°íklad p°i sestrojování kruºnice vepsané trojúhelníku.
Z toho v²eho vyplývá, ºe vyuºití softwaru by m¥lo být výhodné. Podle pr·zkumu
mezi ºáky, který provedla Záhumenská z katedry technické a informa£ní výchovy
PdF UP v Olomouci viz[6] to ale není úpln¥ z°ejmé. Zkoumaný vzorek se skládal
z ºák· základních ²kol ve v¥ku od 11 do 16 let, p°i£emº nejpo£etn¥j²í £ást (79%)
tvo°ili respondenti ve v¥ku od 13 do 14 let. Celkem 44% respondent· tvo°ili chlapci a
56% dívky. Záhumenská do²la k poznatku, ºe se stoupajícím v¥kem p°ipadají ºák·m
výukové programy mén¥ zajímavé.
2.0.5 Nevýhody vyuºití softwaru
Vyuºití výukových softwar· má tedy spousty pozitiv, ale zárove¬ skýtají i mnohá
rizika. Je d·leºité rizika znát, aby se jim mohl u£itel vyhnout a nebo alespo¬ zmír-
nit jejich projevy. První riziko uº plyne ze samotného nad²ení u£itel· pro vyuºívání
softwaru. U£itel £asto za£ne pouºívat software, aniº by sám byl pln¥ obeznámen
s jeho funkcemi a nepro²el ºádným ²kolením správného uºívání. Tím £asto zastíní
cíl výuky a soust°edí se spí²e na uºivatelské zvládnutí. Nelze o£ekávat, ºe samotná
práce s technologiemi donutí ºáka dávat pozor po celou dobu jejich pouºívání. Za-
°azení technologií do výuku je tedy nutné d¥lat s rozvahou.
Nevýhody vyuºití softwaru:
Mezi nevýhody vyuºití software bych za°adila následující:
1. nevhodná volba úloh pro zvolený software,
2. technické problémy p°i uºívání,
3. náro£nost na vybavení ²koly (po£íta£e, dataprojektor...),
4. ztráta základních rýsovacích návyk· u ºák·.
2.0.6 P°ehled program· dynamické geometrie
Do p°ehledu jsem vybrala £ty°i nejdostupn¥j²í a nejpouºívan¥j²í softwary dynamické
geometrie na £eských ²kolách. Zam¥°ila jsem se na softwary pracující v dvojrozm¥r-
ném prost°edí, jelikoº jsou dnes nejvíce vyuºívané. Trojrozm¥rné dynamické softwary
se na £eských ²kolách tém¥° nevyuºívají. P°í£inou m·ºe být v¥t²í finan£ní náro£nost
nebo u softwar· dostupných zdarma zatím ²patná funk£nost.
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Obrázek 2.1: Cabri II Plus
Cabri geometrie
První verze programu vznikla jiº r. 1988 na Univerzit¥ Josepha Fouriera v Greno-
blu pod vedením Jean-Marie Laborda. Dnes je program vyuºíván ve ²kolách v²ech
typ· v mnoha západoevropských státech, v USA, Kanad¥, Japonsku a v dal²ích ze-
mích. Mezi softwarem tohoto typu je nejroz²í°en¥j²í a je pokládán za nejdokonalej²í.
Mnoºství publikací v pedagogických £asopisech i na internetu sv¥d£í o tom, ºe jde o
pom·cku, která významn¥ p°ispívá k renesanci výuky geometrie. Dnes jsou aktuální
dv¥ varianty programu - Cabri II a Cabri II Plus, ob¥ i v £eské verzi.viz[7]
Mezi výhody programu Cabri bych za°adila:
1. celé prost°edí je £eské,
2. srozumitelný popis funkcí,
3. rychlost a kvalita animací,
4. podpora n¥kterých neeukleidovských geometrií,
5. velké mnoºství p°ipravených materiál· pro výuku.
Za nejv¥t²í negativum pokládám skute£nost, ºe není voln¥ staºitelný v plné verzi.
Cena za jednu licenci se pohybuje okolo 4000 korun, licence pro ²koly pak okolo
19 000 korun a s licencemi pro ºáky aº 29 000 korun, coº je v dne²ní dob¥ pro men²í
²koly p°íli² velká investice.
Moºnost staºení demoverze zdarma na:
http://www.cabri.com/download-cabri-2-plus.html
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Obrázek 2.2: GEONExT
GEONExT
Geonext je freewarový program vyvinutý na n¥mecké univerzit¥ Bayreuth. Stejn¥
jako s Cabri lze s Geonextem provád¥t dynamické konstruování geometrických ob-
jekt·. Geonext je moºné zdarma vyuºít pro soukromé ú£ely, i p°i výuce.
Geonext zaru£uje podobné výhody jako Cabri geometrie:
1. celé prost°edí je £eské,
2. srozumitelný popis funkcí,
navíc:
1. moºnost expertu do internetové stránky s appletem, do rastrového souboru a
také do souboru ve formátu SVG,
2. moºnost spu²t¥ní on-line.
Nejv¥t²í nevýhodu spat°uji v n¥mecky psané nápov¥d¥ a u sloºit¥j²ích konstrukcí se
m·ºe projevit zpoºd¥ní.
Staºení zdarma na:
http://geonext.uni-bayreuth.de/?id=2308
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Obrázek 2.3: Cinderella
Cinderella
Cinderella je software vyvíjený v N¥mecku od roku 1992. Za plnou verzi je nutné
zaplatit, ale je dostupná i jednodu²²í verze, která je zdarma a dokáºe pokrýt základní
pot°eby st°edo²kolského u£itele. Hotové konstrukce lze umístit na internet nebo je
moºné vytvo°it interaktivní cvi£ení, které budou °e²it ºáci sami v prost°edí internetu.
Nejv¥t²í problém spat°uji v tom, ºe prost°edí je cizojazy£né.
Staºení zdarma na:
http://cinderella.de/tiki-index.php?page=Download+Cinderella.2bl
Geogebra
Dynamický software Geogebra se stává v eské republice stále více oblíbeným. Je vy-
víjen od roku 2001 jako Open Source program Markem Hohenwarterem, studentem
a pozd¥ji doktorandem univerzity v Salzburku, který v sou£asnosti p·sobí v USA.
První p°edností Geogebry je moºnost staºení a pouºívání zdarma. Program pro²el jiº
více neº desetiletým vývojem a zaznamenal hodn¥ zm¥n. Nejnov¥j²í uºívaná verze je
Geogebra 4.2. GeoGebra p°edstavuje zajímavou alternativu komer£ních program·.
Vzhledem k rostoucí komunit¥ jejích p°íznivc· je jiº k dispozici celá °ada materi-
ál· vyuºitelných v r·zných oblastech ²kolské matematiky. Kolekce materiál· jsou
p°ístupné p°edev²ím z domovské stránky GeoGebry. Na rozdíl od d°íve uvedených
program· nabízí Geogebra krom¥ dynamické geometrie také algebru a infinitezi-
mální po£et.
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Obrázek 2.4: Geogebra
Výhody Geogebry:
1. moºnost exportu jako obrázek nebo jako dynamický pracovní list,
2. jednoduché uºivatelské prost°edí v £e²tin¥,
3. propojení geometrie s algebrou,
4. nápov¥da v £eském jazyce,
5. moºnost vloºení dynamických nápis·,
6. podpora LATEXu.
Moºnosti vyuºití ve výuce:
1. u£itel p°edvádí p°edem p°ipravený applet,
2. u£itel vytvá°í applet b¥hem výuky podle aktuálních pot°eb,
3. ºáci pracují s p°edp°ipraveným appletem,
4. ºáci vytvá°í vlastní applet.
Geogebra prochází neustálým vývojem a pravideln¥ jsou zve°ej¬ovány nové verze.
Takºe nevýhody programu jsou velmi rychle odstra¬ovány.
Staºení zdarma na:
http://www.geogebra.org/cms/cs/download/
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2.0.7 Názory na vyuºití po£íta£· ve výuce
Doc. PaedDr. Ji°í Vaní£ek, Ph.D. z katedry informatiky na Jiho£eské univerzit¥ pro-
vedl n¥kolik výzkum· ohledn¥ vyuºití po£íta£· ve výuce. Podle svého názoru spat-
°uje ve vyuºití po£íta£· jak pozitiva, tak negativa. Mezi pozitiva °adí, ºe technologie
dob°e motivují, roz²i°ují hranice výukových aktivit, poskytují prost°edí virtuálního
po£íta£ového sv¥ta, v n¥mº d¥ti mohou tvo°it, experimentovat, vyvíjet, zkoumat
r·zné my²lenky a vytvá°et hypotézy. Jako negativum vidí obavy u£itelské ve°ej-
nosti, aby se technologie nestala berli£kou a nenahrazovala tak kritické my²lení ºák·
a ºákovské dovednosti. Celkov¥ neshledává velký p°ínos ve vyuºívání technologie ve
výuce. Více v £lánku Po£íta£em podporovaná výuka[8].
Naopak Mgr. Ji°í Havlík vedoucí projektu Vzd¥lání na dotek je zastáncem roz²i°ování
technologie do ²kol. Cílem tohoto projektu je za£lenit tablety do výuky. Jeho p°áním
je postupn¥ nahradit u£ebnice a se²ity tablety, a pln¥ je vyuºívat p°i výuce ve v²ech
p°edm¥tech.viz[9]
Podle mého názoru je pouºití technologie ve výuce, zvlá²t¥ p°i výuce matematiky,
d·leºitou sou£ástí. Pouºívání výukových program· by v²ak nem¥lo odvád¥t pozor-
nost od hlavních cíl· výuky. Po£íta£ p°i výuce by m¥l být vyuºíván pouze jako
dopln¥k pro zpest°ení výuky.
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Kapitola 3
Osová soum¥rnost
Osová soum¥rnost s osou o je shodné zobrazení ozna£ované O(o), které p°i°azuje:
1. kaºdému bodu X takovému, ºe X /∈ o, bod X ′ tak, ºe p°ímka XX ′ je kolmá
na osu o a st°ed úse£ky XX ′ leºí na ose o,
2. bodu X ∈ o bod X ′ tak, ºe X ′ = X.
Osová soum¥rnost je jednozna£n¥ ur£ena osou o nebo párem odpovídajících si bod·.
Samodruºné prvky
1. Samodruºné p°ímky jsou osa o a v²echny p°ímky kolmé na osu soum¥rnosti.
2. V²echny samodruºné body leºí na ose soum¥rnosti o.
Vlastnosti osové soum¥rnosti
Osová soum¥rnost je nep°ímou shodností.
Zvolme t°i libovolné body X, Y, Z a osu o a ur£eme obrazy bod· X, Y, Z v osové
soum¥rnosti s osou o podle definice. Vznikne trojúhelník X ′Y ′Z ′. Pokud zobrazíme
dané body v osové soum¥rnosti s osou o, dostaneme nový trojúhelník shodný s
daným trojúhelníkem. Jestliºe pojmenování vrchol· u daného trojúhelníka XY Z
bylo po sm¥ru hodinových ru£i£ek, u obrazu X ′Y ′Z ′ bude proti sm¥ru hodinových
ru£i£ek.
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Obrázek 3.1: Nep°ímá shodnost
Osová soum¥rnost je involutorním zobrazením
V rovin¥ zvolíme libovolný bod X a osu soum¥rnosti o. Nejd°íve najdeme obraz X ′
bodu X v osové soum¥rnosti s osou o. Dále pak obraz X ′′ bodu X ′ také podle osové
soum¥rnosti s osou o. Zjistíme, zda X = X ′′.
Pokud bod X zvolíme na ose o, je samodruºným bodem, £ili X = X ′ a X ′ = X ′′.
Jestliºe bod X leºí mimo osu o, obraz X ′ bodu X v osové soum¥rnosti s osou o leºí
na kolmici k k ose o procházející bodem X. Obraz bodu X ′ v osové soum¥rnosti
s osou o leºí na kolmici k′ na osu o. P°ímky k, k′ jsou kolmé na stejnou p°ímku o
a také procházejí jedním bodem X ′, a proto k = k′. Body X a X ′ leºí tedy na stejné
p°ímce. Dále víme, ºe st°edy úse£ek XX ′ a X ′′X ′ leºí na ose o. Z toho plyne, ºe
X = X ′′.
Obrázek 3.2: Involutorní zobrazení
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3.1 Pracovní listy - osová soum¥rnost
Pracovní listy k osové soum¥rnosti jsou vyhotoveny tak, aby se daly pouºít po celou
dobu studia. Tato kapitola obsahuje pouze °e²ení, komentá°e a návodné p°íklady
k p°íklad·m z pracovních list·. Kompletní pracovní listy vhodné pro vyti²t¥ní jsou
v p°íloze práce.
S osovou soum¥rností se ºáci setkávají jiº na prvním stupni základní ²koly p°i výuce
matematiky £i výtvarné výchovy a pom¥rn¥ dob°e ji intuitivn¥ chápou. S pravidly
zobrazování se pak podrobn¥ji seznámí v ²esté t°íd¥, kdy je vhodné pro upevn¥ní
znalostí pouºít pracovní listy, konkrétn¥ p°íklady B.1 - B.3. P°íklad B.4 m·ºe být
zadán jako problémový pro nadané studenty.
Ve vy²²ích ro£nících druhého stupn¥ základní ²koly je v rámci °e²ení konstruk£ních
úloh trojúhelníka moºné za°adit je²t¥ p°íklady B.5 - B.8.
Na st°ední ²kole se ºáci s osovou soum¥rností setkávají ve druhém ro£níku. V tuto
dobu lze pouºít pracovní listy v plném rozsahu, plní funkci nejen opakující a pro-
cvi£ující, ale také je moºné pouºít jako písemné zkou²ení. áci by m¥li být schopni
vyplnit pracovní listy samostatn¥, pokud uº mají zvládnuté opakování. P°íklady B.5
- B.10 je vhodné vypracovávat za pomoci applet· vytvo°ených v Geogeb°e, a tím si
ov¥°it v²echna moºná °e²ení.
3.1.1 e²ení a komentá°e k pracovním list·m
U kaºdého p°íkladu je uveden v závorce název appletu, který najdete na p°iloºeném
CD; k jeho spu²t¥ní musíte mít nainstalovaný software Geogebra na svém po£íta£i.
Zadání p°íklad· je na pracovních listech v p°íloze B, v práci je uvedeno °e²ení a
komentá°e k p°íklad·m. Software lze stáhnout zdarma nap°íklad z:
http://www.geogebra.org/cms/cs/download/.
Motiva£ní p°íklad
Motiva£ní p°íklad je ur£en hlavn¥ pro mlad²í ºáky, kte°í se s osovou soum¥rností
setkávají poprvé. Osa soum¥rnosti je b°eh °eky a ºáci zobrazují odraz zámku v jeze°e.
Osa soum¥rnosti je úmysln¥ zadána ²ikmo, protoºe ºáci mají s tímto zadáním £asto
problém. Za odm¥nu si mohou obrázek vybarvit.
U star²ích ºák· lze tento p°íklad úpln¥ vynechat nebo si mohou zkusit zakreslit jen
obrys zámku.
Pedagogická poznámka: ák·m se tento motiva£ní p°íklad velmi líbil. Obrázek je
bohuºel dost komplikovaný, takºe jsme zbyte£n¥ p°i jeho zpracování strávili mnoho
£asu.
22
Základní konstrukce
V p°íkladech B.0.1 - B.0.3 si ºáci procvi£í základní konstrukce, zobrazení bodu,
p°ímky a kruºnice.
Pedagogická poznámka: Tyto p°íklady byly pro ºáky velmi jednoduché, protoºe
se s osovou soum¥rností jiº setkali a pracovní listy pro n¥ byly jen opakovací, proto
tyto p°íklady zvládli samostatn¥. Zastavili jsme se jen u zobrazení kruºnice a disku-
tovali jsme o tom, jak se bude m¥nit obraz kruºnice, pokud budeme m¥nit polohu
osy soum¥rnosti v·£i kruºnici (vn¥j²í p°ímka, te£na, se£na). V²echna °e²ení jsme si
interaktivn¥ ukázali v Geogeb°e.
Osov¥ soum¥rné útvary
Zde je vhodné, aby ºáci sami na²li osov¥ soum¥rné útvary, nakreslili je a vyhledali
jejich osu soum¥rnosti. S tím nebyl ani u mlad²ích, ani u star²ích ºák· problém.
Zajímavou informací bylo zji²t¥ní, ºe pravidelné mnohoúhelníky mají tolik os sou-
m¥rnosti, kolik mají vrchol·. viz[2]. Toto tvrzení jsme ov¥°ovali tím, ºe si ºáci zkusili
nakreslit pravidelný p¥tiúhelník a ²estiúhelník a hledali v²echny osy soum¥rnosti.
Obrázek 3.3: Osov¥ soum¥rné útvary
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P°íklad B.1
(osy_soumernosti.ggb)
U daných útvar· ur£ete v²echny osy soum¥rnosti.
e²ení:
Osov¥ soum¥rný útvar lze rozd¥lit p°ímkou na dv¥ shodné £ásti, pro které platí, ºe
kdyº p°eklopíme jednu £ást podle této p°ímky, p°ekrývá se p°esn¥ s druhou £ástí.
Konstrukce:
Najdeme osu soum¥rnosti jednoho geometrického útvaru, nap°íklad úse£ky AB u ²es-
tiúhelníku. Osa úse£ky leºí na p°ímce, která je k této úse£ce kolmá a prochází jejím
st°edem. Ov¥°íme si, ºe vlastnosti osové soum¥rnosti platí i pro úse£ku EF . U elipsy
sestrojíme osu úse£ky UV , druhá osa soum¥rnosti je p°ímka → UV .
Obrázek 3.4: P°íklad B.1 - °e²ení
Diskuze:
Geometrické útvary mohou mít ºádnou, jednu nebo i více os soum¥rnosti.
Pedagogická poznámka: Je vhodné doplnit o ukázku geometrického útvaru, který
nemá osu soum¥rnosti, nap°íklad pravidelný p¥tiúhelník. Nejv¥t²í problém byl s elip-
sou, kde ºáci dokreslovali je²t¥ dv¥ osy navíc.
Obrázek 3.5: P°íklad B.1 - elipsa ²patn¥
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P°íklad B.2
(utvary_osova.ggb)
Zobrazte útvary v osové soum¥rnosti s osou o.
e²ení:
P°i °e²ení vyuºíváme znalostí základních konstrukcí - zobrazení bodu a kruºnice.
Konstrukce:
1. Ozna£íme vrcholy útvar·.
2. Zobrazíme dané vrcholy v osové soum¥rnosti s osou o. U p·lkruºnice zobrazíme
její st°ed a p°eneseme velikost polom¥ru.
3. Spojíme body ve správném po°adí.
Obrázek 3.6: P°íklad B.2 - °e²ení
Diskuze:
Úloha má práv¥ jedno °e²ení, protoºe osová soum¥rnost je jednozna£n¥ ur£ená.
Pedagogická poznámka: P°íklad nebyl pro ºáky nijak náro£ný, v¥t²ina p°i²la i na
zjednodu²ení p°i konstrukcích - nap°. u ²estiúhelníku zobrazili pouze st°ed a jeden
vrchol.
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P°íklad B.3
(domek.ggb)
Zobrazte útvar v osové soum¥rnosti s osou o.
e²ení:
P°i °e²ení op¥t vyuºíváme znalosti základní konstrukce - zobrazení bodu.
Konstrukce:
1. Ozna£íme krajní body dome£ku - A,B,C,D,E a krajní body oken a dve°í -
F aº Q.
2. Zobrazíme dané body osové soum¥rnosti s osou o. Sta£í zobrazit pouze n¥které
body a potom vyuºít rovnob¥ºnosti.
3. Spojíme body ve správném po°adí.
Obrázek 3.7: P°íklad B.3 - °e²ení
Diskuze:
Úloha má práv¥ jedno °e²ení, protoºe osová soum¥rnost je jednozna£n¥ ur£ená.
Pedagogická poznámka: áci zobrazovali pouze t°i krajní body a potom dokreslili
dome£ek na základ¥ rovnob¥ºnosti. Jediný problém byl s umíst¥ním kliky.
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Návodný p°íklad k p°íkladu B.4
(navod_nejkratsi.ggb)
Jsou zadány dva r·zné body A,B, které leºí v opa£ných polorovinách ur£ených p°ím-
kou o. Ur£ete na p°ímce o bod X tak, aby sou£et |AX|+ |BX| byl nejmen²í.
e²ení:
Pokud body A,B leºí uvnit° opa£ných polorovin s hrani£ní p°ímkou o. Hledaný bod
X je pr·se£ík úse£ky AB s p°ímkou o, takºe |AX|+|BX| = |AB|. Pro kaºdý jiný bod
X ′ 6= X p°ímky o totiº podle trojúhelníkové nerovnosti platí |AX ′|+ |BX ′| > |AB|.
Obrázek 3.8: Návodný p°íklad k p°íkladu B.4 - °e²ení
P°íklad B.4
(B.4.ggb)
Jsou dány dva r·zné body A,B, které leºí v jedné z polorovin ur£ených p°ímkou p.
Ur£ete na p°ímce p bod X tak, aby sou£et |AX|+ |BX| byl nejmen²í.
e²ení:
P°íklad lze modifikovat tak, ºe máme kule£níkovou kouli A a chceme ji dopravit
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odrazem o mantinel do bodu B. P°i odrazu o mantinel musí platit, ºe úhel od-
razu se musí rovnat úhlu dopadu. Pokud do obrázku doplníme úhly, které mají být
podle tohoto pravidla stejné. Vyplývá z toho, ºe úlohu lze °e²it za pomoci osové
soum¥rnosti.
Leºí-li body A,B uvnit° téºe poloroviny s hrani£ní p°ímkou p. Hledaný bod X je
pr·se£ík úse£ky AB′ s p°ímkou p, kde B′ je bod soum¥rn¥ sdruºený k bodu B podle
p°ímky p. Pak |AX| + |BX| = |AX| + |B′X| = |AB′|. Pro kaºdý jiný bod X ′ 6= X
p°ímky p totiº platí z trojúhelníkové rovnosti |AX ′| + |BX ′| = |AX ′| + |B′X ′| >
|AB′|.
Konstrukce:
1. Zobrazíme bod B v osové soum¥rnosti s osou p.
2. Najdeme bod X, leºí na pr·se£íku p°ímky AB′ a p°ímky p.
Obrázek 3.9: P°íklad B.4 - °e²ení
Diskuze:
Úloha má vºdy práv¥ jedno °e²ení. Pokud body A,B leºí ve stejné polorovin¥ s hra-
ni£ní p°ímkou p, musí obraz bodu B leºet v opa£né polorovin¥, proto spojnice bod·
AB′ protíná p°ímku p práv¥ v jednom bod¥.
Pedagogická poznámka:Tato úloha pat°í mezi tzv. mantinelové úlohy, lze ji lehce
modifikovat, nap°íklad najít dráhu koule p°i odrazu o dva sousední mantinely.
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P°íklad B.5
(B.5.ggb)
Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno c = 5cm, α = 50◦, a+ b = 7cm.
e²ení:
P°i °e²ení uºíváme vlastnosti, ºe trojúhelník BCC ′ je rovnoramenný a je soum¥rný
podle osy o, která prochází vrcholem C.
Obrázek 3.10: P°íklad B.5 - °e²ení
Konstrukce:
1. AB; |AB| = c = 5cm
2. 6 α = 6 BAX; |α| = 50◦
3. C ′; C ′ =7→ AX, |AC ′| = a+ b = 7cm
4. o; o je osa úse£ky BC ′
5. C; C = o ∩ AC ′
6. trojúhelník ABC
Diskuze:
Úloha má práv¥ jedno °e²ení, protoºe osa úse£ky BC ′ protíná úse£ku AC ′ práv¥
v jednom bod¥ C.
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P°íklad B.6
(B.6.ggb)
Sestrojte £tverec ABCD, je-li dáno a + e = 10 cm, kde a je délka strany £tverce, e
je délka úhlop°í£ky £tverce.
e²ení:
V tomto p°íkladu vyuºíváme vlastnosti úhlop°í£ky £tverce, která p·lí úhel u vrcholu.
Úhel α je potom vn¥j²ím úhlem k trojúhelníku KAB a je roven sou£tu dvou vnit°-
ních úhl· u zbývajících vrchol· K,B. Jelikoº tyto dva úhly jsou shodné, protoºe
trojúhelník KAB je rovnoramenný, je jejich velikost rovna
α
2
.
Obrázek 3.11: P°íklad B.6 - °e²ení
Konstrukce:
1. |KC|;|KC| = a+ e = 10 cm
2. 6 KCX; |6 KCB| = 45◦
3. 6 CKY ; |6 CKB| = 22, 5◦ = α
2
4. B; B =7→ CX∩ 7→ KY
5. o; osa úse£ky KB
6. A; A = o ∩KC
7. £tverec ABCD
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Diskuze:
Úloha má práv¥ jedno °e²ení, protoºe osa úse£ky KB protne úse£ku KC práv¥ v jed-
nom bod¥.
Pedagogická poznámka:
U tohoto p°íkladu je velmi d·leºité se studenty nakreslit rozbor, aby jim byly jasné
velikosti úhl· KCX a CKY .
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P°íklad B.7
(B.7.ggb)
Sestrojte v²echny trojúhelníky ABC, je-li dán jejich obvod o = 12 cm a úhly
α = 60◦, β = 45◦.
e²ení:
P°edpokládáme, ºe existuje alespo¬ jeden trojúhelník, který vyhovuje zadání. Sou£et
stran zakreslíme rozvinutý do úse£ky DE. Víme, ºe na této úse£ce budou leºet body
A,B, neznáme jejich polohu, ale chceme, aby platilo: |AD| = b, |AB| = c, |BE| = a.
Potom |DE| = o. Úhel β je vn¥j²ím úhlem trojúhelníku BEC. Vn¥j²í úhel je vºdy
roven sou£tu úhl· u zbývajících vrchol· C a E. Jelikoº trojúhelníky DAC a ECB
jsou rovnoramenné, jsou úhly u vrchol· D a E rovny polovin¥ úhlu β, resp. α. Body
A,B leºí po °ad¥ na osách stran DC,EC.
Konstrukce:
1. DE; |DE| = o = 12 cm
2. 6 EDX; 6 EDX = |δ| = 1
2
α = 30◦
3. 6 DEY ; 6 DEY = || = 1
2
β = 22, 5◦
4. C;C =7→ DX∩ 7→ EY
5. o1; o1 je osa úse£ky DC
6. A;A = o1 ∩DE
7. o2; o je osa úse£ky EC
8. B;B = o2 ∩DE
9. trojúhelník ABC
Obrázek 3.12: P°íklad B.7 - °e²ení
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Diskuze:
Úloha má práv¥ jedno °e²ení, protoºe vºdy existuje pouze jeden pr·se£ík osy úse£ky
a úse£ky DE.
Pedagogická poznámka: P°i °e²ení vyuºíváme zku²enosti z p°edchozích p°íklad·
B.5 a B.6.
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P°íklad B.8
(B.8.ggb)
Je dána p°ímka o a na ní bod C. Dále jsou dány dv¥ navzájem r·znob¥ºné p°ímky
a, b, ob¥ r·zné od p°ímky o. Sestroj v²echny rovnoramenné trojúhelníky ABC tak,
aby strana AB byla základnou, t¥ºnice tC leºela na p°ímce o a platilo A ∈ a , B ∈ b
.
e²ení:
Body A,B jsou vrcholy základny rovnoramenného trojúhelníka. V²echny rovnora-
menné trojúhelníky jsou osov¥ soum¥rné, osa soum¥rnosti se shoduje s osou zá-
kladny. Body A,B jsou tedy osov¥ soum¥rné podle osy o. Bod A má leºet na p°ímce
a, vezmeme v²echny moºné body A, tedy celou p°ímku a a zobrazíme ji v osové
soum¥rnosti podle osy o. Hledaný bod A se tedy musí zobrazit na bod B, tedy na
p°ímku b. Bod A najdeme jako pr·se£ík p°ímky a′ a b.
Obrázek 3.13: P°íklad B.8 - °e²ení
Konstrukce:
1. a′;O(o) : a→ a′
2. B;B = a′ ∩ b
3. A;O(o) : B → A
4. trojúhelník ABC
Diskuze:
Úloha má vºdy jedno °e²ení, protoºe p°ímky a′, b jsou r·znob¥ºné a mají vºdy jeden
pr·se£ík.
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P°íklad B.9
(B.9.ggb)
Do £tverce ABCD vepi²te rovnostranný trojúhelník AY Z tak, aby Y ∈ BC,Z ∈ CD.
e²ení:
Protoºe trojúhelník AY Z je rovnostranný, je jedna z jeho os soum¥rnosti úhlop°í£ka
AC. Ta p·lí úhel ZAY = β, jehoº velikost je 60◦. Sta£í tedy sestrojit úhel CAX = α
o velikosti 30◦. Bod Z bude potom pr·se£ík strany CD a polop°ímky AX. Bod Y
najdeme v osové soum¥rnosti zobrazením bodu Z podle osy AC. Trojúhelník AY Z
není jen rovnoramenný, jelikoº úhel u vrcholu A je 60◦, a z °e²ení vyplývá, ºe je
rovnoramenný, jsou úhly u základny shodné a rovny taktéº 60◦.
Obrázek 3.14: P°íklad B.9 - °e²ení
Konstrukce:
1. £tverec ABCD
2. úhlop°í£ka AC
3. 6 α = 6 CAX; |α| = β
2
= 30◦
4. Z;Z = AX ∩ CD
5. Y ;O(AC) : Z → Y
6. trojúhelník AY Z
Diskuze:
Úloha má práv¥ jedno °e²ení, protoºe polop°ímka AX má práv¥ jeden pr·se£ík s úse£-
kou CD.
Pedagogická poznámka: Student·m muselo být °e£eno, ºe uhlop°í£ka AC je osou
soum¥rnosti trojúhelníka AY Z.
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Návodný p°íklad k p°íkladu B.10
(B.10_navod.ggb)
Je dána kruºnice l(O, s) a vn¥j²í bod P . Ve¤te tímto bodem te£ny k dané kruºnici.
e²ení:
Ozna£me t te£nu kruºnice vedenou bodem P a T její dotykový bod. Ozna£me O′
obraz bodu O v soum¥rnosti podle osy t. Pak platí |OO′| = 2|OT | = 2s a PO′ = PO.
Obrázek 3.15: Návodný p°íklad k p°íkladu B.10 - °e²ení
Konstrukce:
1. kruºnice m; m(O, 2s)
2. kruºnice n; n(P, |PO|)
3. O′; O′ = m ∩ n
4. T ;T je st°ed úse£ky OO′
5. t; p°ímka PT
Diskuze:
Úloha má vºdy dv¥ °e²ení. Pokud bod P je vn¥j²ím bodem kruºnice l, existují vºdy
dva pr·se£íky O′1, O
′
2 kruºnic m,n. Potom existují dva te£né body T1, T2, a tedy
i dv¥ te£ny t1, t2.
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P°íklad B.10
(B.10.ggb)
Je dána kruºnice k(S, r) a bod M vn¥ kruºnice k. Sestrojte v²echny rovnostranné
trojúhelníky, pro n¥º je k kruºnice vepsaná a bod M leºí na p°ímce obsahující jednu
stranu trojúhelníka.
e²ení:
P°i °e²ení vyuºíváme konstrukce z návodného p°íkladu. Z bodu M nalezneme te£ny
ke kruºnici k, tím dostaneme te£né body T1, T2. P°ímka T1S a T2S budou osy sou-
m¥rnosti hledaných trojúhelník·. Návodnou konstrukci znovu pouºijeme p°i hledání
te£en z bodu A ke kruºnici k.
Obrázek 3.16: P°íklad B.10 - °e²ení
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Konstrukce:
1. Sestrojíme te£ny z boduM ke kruºnici k podle návodné konstrukce, dostaneme
bod T .
2. o; o = p°ímka ST
5. X;X = k ∩ o
6. k′; k′(X, |XS|)
7. A; A = k′ ∩ o
8. Sestrojíme te£ny t′ z bodu A ke kruºnici k podle návodné konstrukce.
9. C; C = t ∩ t′
10. B; O(o) : C → B
11. trojúhelník ABC
Diskuze:
Úloha má práv¥ dv¥ °e²ení, jelikoº existují dv¥ te£ny t1, t2 z bodu M ke kruºnici k.
Pedagogická poznámka: I po vy°e²ení návodného p°íkladu d¥lal tento p°íklad
ºák·m velké problémy a tudíº se neobe²li bez pomoci.
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3.2 Ov¥°ení pracovních list·
Ov¥°ení pracovních list· - osová soum¥rnost prob¥hlo jednak v rámci p°edm¥tu
Seminá° a cvi£ení z matematiky pro 3. ro£níky, ale také v rámci p°edm¥tu Cvi£ení
z matematiky, které je ur£eno pro ºáky druhého ro£níku osmiletého studia, coº
odpovídá sedmé t°íd¥ základní ²koly. áci ve cvi£ení jsou rozd¥leni do dvou skupin
podle znalostí.
P°i ov¥°ování u mlad²ích ºák· byla vyuºita pouze £ást pracovních list· a to konkrétn¥
motiva£ní p°íklad, zobrazení bodu, p°ímky a kruºnice a z p°íklad· k procvi£ení B.1 -
B.4. P°íklady B.5 - B.10 dostala skupina s nadan¥j²ími studenty taktéº vytisknuty. Z
nich byli schopni po malé nápov¥d¥ a po zopakování vlastností £tverce a trojúhelníka
vy°e²it p°íklady B.5, B.6 a B.7. Práce s pracovními listy byla náplní jednoho dvouho-
dinového cvi£ení. áci pot°ebovali krom¥ zobrazování °e²ení vytvo°ených v Geogeb°e
také ná£rtky na tabuli.
U star²ích ºák· ov¥°ování prob¥hlo b¥hem dvou dvouhodinových seminá°·. Na prv-
ním seminá°i do²lo k zopakování základních vlastností osové soum¥rnosti a vy°e²ení
p°íklad· B.1 - B.4. Základní dovednosti zobrazování bodu p°ímky, kruºnice £i n¥ja-
kého sloºit¥j²ího útvaru ºák·m ne£iní velké problémy. Druhý seminá° byl v¥nován
vyuºití osové soum¥rnosti p°i °e²ení sloºit¥j²ích úkol·. Postupovala jsem tak, ºe
jsem nechala vºdy ºák·m n¥kolik minut na p°ípravu a promy²lení °e²ení. Potom
jsem jednoho vyvolala a nechala ho popsat jeho postup °e²ení. Pokud byl správný,
odkrokovala jsem °e²ení p°edem p°ipravené v Geogeb°e. Potom byl ponechán prostor
pro diskuzi po£tu °e²ení a pr·b¥ºn¥ jsem podle nápad· modifikovala °e²ení v ap-
pletu. Pokud p°i °e²ení p°íkladu nebyl v²em postup zcela z°ejmý, dopl¬ovala jsem
p°ipravené applety ná£rtky na tabuli.
Celkov¥ byly pracovní listy pro osovou soum¥rnost jak mlad²ími, tak star²ími ºáky
velmi dob°e p°ijaty. Práce s materiály byla rychlej²í neº p°i pouhém zadávání p°í-
klad· z u£ebnice a pro ºáky byla poutav¥j²í.
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Kapitola 4
St°edová soum¥rnost
St°edová soum¥rnost se st°edem S je shodné zobrazení ozna£ované S(S), které p°i-
°azuje :
1. kaºdému bodu X takovému, ºe X 6= S, bod X ′ tak, ºe bod S je st°edem úse£ky
XX ′,
2. bodu S bod S ′ tak, ºe S ′ = S.
St°edová soum¥rnost je jednozna£n¥ ur£ena svým st°edem nebo párem odpovídají-
cích si bod·.
Samodruºné prvky
1. Samodruºným bodem st°edové soum¥rnosti je její st°ed S.
2. Samodruºné p°ímky jsou v²echny p°ímky procházející st°edem soum¥rnosti.
Vlastnosti st°edové soum¥rnosti
St°edová soum¥rnost je p°ímou shodností.
Zvolme dva libovolné body X, Y a bod S a ur£eme obrazy bodu X, Y ve st°edové
soum¥rnosti se st°edem S. Z definice st°edové soum¥rnosti vyplývá, ºe S je st°edem
úse£ky XX ′ i úse£ky Y Y ′, proto |SX| = |SX ′| a |SY | = |SY ′|. Úhly XSY a X ′SY ′
jsou vrcholové, a proto jsou jejich velikosti shodné. Z toho vyplývá, ºe trojúhelníky
SXY a SX ′Y ′ jsou shodné podle v¥ty sus o shodnosti trojúhelník·, tedy úse£ky
XX ′ a Y Y ′ mají stejnou velikost.
St°edová soum¥rnost je involutorní zobrazení.
V rovin¥ je dána st°edová soum¥rnost st°edem S. Zvolíme libovolný bod X a zob-
razíme ho ve st°edové soum¥rnosti se st°edem S, dostaneme jeho obraz X ′. Poté
zobrazíme bod X ′ ve st°edové soum¥rnosti se st°edem S a dostaneme bod X ′′. Nyní
ukáºeme, ºe X = X ′′.
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Obrázek 4.1: P°ímá shodnost
1. Jestliºe X zvolíme tak, ºe X = S, pak X ′ = X a X ′′ = X ′. Z toho vyplývá,
ºe X = X ′′.
2. Pokud zvolíme X 6= S, tak jeho obraz X ′ leºí na p°ímce SX. Obraz bodu X ′
ve st°edové soum¥rnosti se st°edem S leºí na p°ímce SX ′. P°ímky SX a SX ′
jsou totoºné, proto body X a X ′ leºí na stejné p°ímce. Dále víme, ºe bod S je
st°edem úse£ek XX ′ a X ′X ′′, z toho plyne, ºe X = X ′′.
Obrázek 4.2: Involutorní zobrazení
St°edová soum¥rnost se st°edem S je sama sob¥ inverzním zobrazením.
Sloºením dvou st°edových zobrazení se stejným st°edem S vzniká identita.
Obrazem p°ímky ve st°edové soum¥rnosti je p°ímka s ní rovnob¥ºná.
St°edov¥ soum¥rné útvary
Geometrické útvary U,U ′, kdy jeden je obrazem druhého ve st°edové soum¥rnosti
se st°edem S, nazýváme útvary soum¥rn¥ sdruºené podle st°edu S.
Jestliºe U = U ′, pak útvar U je st°edov¥ soum¥rný podle st°edu S.
P°íkladem st°edov¥ soum¥rných útvar· m·ºe být:
- £tverec: st°ed soum¥rnosti je pr·se£ík úhlop°í£ek,
- obdélník: st°ed soum¥rnosti je pr·se£ík úhlop°í£ek,
- kruºnice: st°ed soum¥rnosti je st°ed kruºnice.
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4.1 Pracovní listy - osová soum¥rnost
Pracovní listy ke st°edové soum¥rnosti jsou vyhotoveny tak, aby se daly pouºít po
celou dobu studia.
Poprvé se ºáci se st°edovou soum¥rností setkávají v ²esté t°íd¥. V tomto p°ípad¥
lze pouºít pracovní listy bu¤ jiº p°i prvním vysv¥tlování látky, kdy si vynechaná
místa dopl¬ují podle výkladu u£itele, nebo aº v rámci záv¥re£ného opakování, kdy
sami doplní vynechané pasáºe. Z p°íklad· k procvi£ení jsou pro ²estou t°ídu vhodné
p°íklady C.1 - C.5 (pop°ípad¥ je²t¥ p°íklad C.6., pokud jsou jiº seznámeni s pojmem
t¥ºi²t¥).
Na druhém stupni se mohou setkat se st°edovou soum¥rností je²t¥ b¥hem sedmého
i osmého ro£níku, kdy °e²í základní konstruk£ní úlohy trojúhelník· a £ty°úhelník·.
P°i opakování by mohly být za°azeny p°íklady k procvi£ení C.5 -C.9.
Na st°ední ²kole se se st°edovou soum¥rností setkávají v druhém ro£níku. Tehdy
by m¥ly pracovní listy poslouºit v plném rozsahu. Úvodní listy st°edové soum¥r-
nosti by m¥li být schopni ºáci vyplnit sami, tím si zopakují své znalosti o st°edové
soum¥rnosti. P°íklady k procvi£ení C.1-C.6 by m¥li zvládnout bez pomoci u£itele.
P°íklady C.7- C.10 by bylo vhodné vypracovávat s pomocí u£itele. Je d·leºité, aby
u£itel kladl d·raz na diskuzi ohledn¥ po£tu °e²ení. Na záv¥r je moºné °e²ení p°íklad·
ukázat pomocí vytvo°ených applet· v programu Geogebra, kde si mohou ºáci ov¥°it
moºná °e²ení, která navrhovali b¥hem diskuze.
4.1.1 e²ení a komentá°e k pracovním list·m
Motiva£ní p°íklad
Motiva£ní p°íklad je ur£en pro ºáky niº²ích ro£ník·, i kdyº aspo¬ £ást obrázku by si
m¥li zkusit dokreslit i star²í studenti. Jako motiva£ní p°íklad jsem vybrala mandalu,
kde se potkává barva a tvar, coº tvo°í harmonický celek nesoucí ur£itou energii, která
b¥hem práce s obrazem p·sobí na du²evní rozvoj dít¥te.
Základní konstrukce
V úvodu pracovních list· se ºáci nau£í základním dovednostem - zobrazení bodu,
p°ímky a kruºnice ve st°edové soum¥rnosti. Tento úvod by m¥li zvládnout, jak ºáci
niº²ích ro£ník·, tak vy²²ích.
Pedagogická poznámka: Tyto konstrukce je vhodné doplnit interaktivním apple-
tem. áci názorn¥ vidí, jak se zm¥nou polohy vzoru se m¥ní i obraz. Lze takto dob°e
vysledovat samodruºné prvky.
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St°edov¥ soum¥rný útvar
(utvar.ggb)
Najd¥te st°edov¥ soum¥rné útvary a ur£ete st°ed soum¥rnosti.
S tímto p°íkladem ºáci nemají velký problém, je vhodné ho zadat i jako samostatný
úkol.
Obrázek 4.3: St°edov¥ soum¥rné útvary
Pedagogická poznámka: Pozor na rovnostranný trojúhelník - není st°edov¥ sou-
m¥rný, £asto bývá ur£en jako st°ed soum¥rnosti t¥ºi²t¥ trojúhelníka.
Obrázek 4.4: patné °e²ení trojúhelníku
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P°íklad C.1
(dlazdice.ggb)
Dopl¬te výzdobu dlaºdice tak, aby byla st°edov¥ soum¥rná podle st°edu S (resp.S ′).
e²ení:
Výzdobu dlaºdice doplníme tak, ºe zvolíme libovolný bod ve vybarvené dlaºdici a
zobrazíme p°es st°ed soum¥rnosti. Pokud nezobrazujeme trojúhelníkový vzor, zob-
razíme krajní body vybarvené £ásti.
Obrázek 4.5: P°íklad C.1 - °e²ení
Pedagogická poznámka: Tento p°íklad byl zvlá²t¥ pro mlad²í studenty velmi ob-
tíºný, £asto zam¥¬ovali s osovou soum¥rností.
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P°íklad C.2
(procviceni1.ggb, procviceni2.ggb, procviceni3.ggb)
Narýsujte obraz mnohoúhelníka ve st°edové soum¥rnosti se st°edem S (resp. S ′, S ′′).
e²ení:
Mnohoúhelník zobrazujeme tak, ºe zobrazíme vrcholy mnohoúhelníka a spojíme je
ve správném po°adí.
Obrázek 4.6: P°íklad C.2 - °e²ení prvního útvaru
Obrázek 4.7: P°íklad C.2 - °e²ení dru-
hého útvaru
Obrázek 4.8: P°íklad C.2 - °e²ení t°e-
tího útvaru
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P°íklad C.3
(zmrzlina.ggb)
Zobrazte útvar ve st°edové soum¥rnosti se st°edem S.
e²ení:
P°i zobrazování nepravidelného útvaru ve st°edové soum¥rnosti si pojmenujeme
v²echny vrcholy útvaru, které zobrazím p°es st°ed soum¥rnosti. U kruºnice £i její
£ásti zobrazujeme st°ed a bod na kruºnici.
Obrázek 4.9: P°íklad C.3 - °e²ení
Konstrukce:
1. Pojmenujeme vrcholy u "kornoutku".
2. Najdeme st°edy "kope£k·".
3. Dané body zobrazíme ve st°edové soum¥rnosti s st°edem S.
4. Spojíme ve správném po°adí.
Diskuze:
Úloha má práv¥ jedno °e²ení, protoºe zobrazení bod· je jednozna£n¥ ur£ené.
Pedagogická poznámka: P°i °e²ení p°íkladu C.3 nemusí ºáci zobrazovat v²echny
st°edy p·lkruºnic, sta£í pouze jeden st°ed a polom¥r, zbytek lze dokreslit bez pouºití
st°edové soum¥rnosti.
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P°íklad C.4
(C.4.ggb)
Sestrojte obraz trojúhelníka ABC ve st°edové soum¥rnosti, která zobrazí vrchol A na
st°ed strany BC.
e²ení:
Nalezneme st°ed soum¥rnosti S, který leºí ve st°edu úse£ky AA′, jelikoº se má bod
A zobrazovat na bod A′. Následn¥ sta£í zobrazit body B,C ve st°edové soum¥rnosti
se st°edem S.
Obrázek 4.10: P°íklad C.4 - °e²ení
Konstrukce:
1. S;S leºí ve st°edu úse£ky AA′
2. Zobrazíme body B,C ve st°edové soum¥rnosti.
Diskuze: Úloha má práv¥ jedno °e²ení, protoºe existuje pouze jeden st°ed úse£ky
AA′.
Pedagogická poznámka: Nej£ast¥j²í chyba byla v tom, ºe si studenti ²patn¥ p°e-
£etli zadání a zobrazovali trojúhelník ABC ve st°edové soum¥rnosti se st°edem A′.
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P°íklad C.5
(C.5a.ggb, C.5b.ggb)
Narýsujte trojúhelník ABC, ve kterém je c = 3cm, α = 60◦, β = 95◦.
Potom sestrojte obraz trojúhelníka ABC ve st°edové soum¥rnosti se st°edem ve
st°edu kruºnice
(a) vepsané.
(b) opsané.
e²ení:
P°i °e²ení vyuºíváme znalosti polohy st°edu kruºnice opsané a vepsané trojúhelníku:
1. St°ed kruºnice opsané trojúhelníku je pr·se£ík os stran trojúhelníku.
2. Kruºnice vepsaná trojúhelníku má st°ed v pr·se£íku os vrcholových úhl· troj-
úhelníku.
Konstrukce:
1. c; c = 3cm
2. → AX; |6 BAX| = α = 60◦
3. → BY ; |6 ABY | = β = 95◦
4. C;C =→ AX∩ → BY
5. trojúhelník ABC
6. Najdeme st°ed S kruºnice vepsané (pop°. opsané).
7. Zobrazíme vrcholy trojúhelníka A,B,C ve st°edové soum¥rnosti se st°edem S.
Diskuze:
Úloha má práv¥ jedno °e²ení, jelikoº existuje vºdy pouze jeden st°ed kruºnice opsané
nebo vepsané.
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Obrázek 4.11: P°íklad C.5(a) - °e²ení
Obrázek 4.12: P°íklad C.5(b) - °e²ení
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P°íklad C.6
(C.6.ggb)
Sestrojte trojúhelník KLM , ve kterém je c = 7cm, α = 30◦, β = 60◦.
Potom sestrojte obraz trojúhelníka KLM ve st°edové soum¥rnosti se st°edem v t¥-
ºi²ti trojúhelníka KLM .
e²ení:
Trojúhelník sestrojíme podle v¥ty sus. Sestrojíme t¥ºnice a t¥ºi²t¥ trojúhelníku
KLM . T¥ºnice trojúhelníku je spojnice vrcholu a st°edu protilehlé strany. V²echny
t¥ºnice se protínají v jednom spole£ném bod¥ T zvaném t¥ºi²t¥. Poté zobrazíme
body KLM ve st°edové soum¥rnosti se st°edem T .
Obrázek 4.13: P°íklad C.6 - °e²ení
Konstrukce:
1. c; c = |KL| = 7cm
2. → KX; |6 LKX| = α = 30◦
3. → LY ; |6 KLY | = β = 60◦
4. M ;M =→ KAX∩ → LY
5. trojúhelník KLM
6. T ;T je t¥ºi²t¥ trojúhelníka KLM
7. S(T ) : KLM → K ′L′M ′
Diskuze:
Úloha má práv¥ jedno °e²ení, protoºe kaºdý trojúhelník má pouze jedno t¥ºi²t¥.
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P°íklad C.7
(C.7.ggb)
Jsou dány £ty°i libovolné kruºnice k1, k2, k3, k4, které se neprotínají a bod S. Sestrojte
rovnob¥ºník ABCD se st°edem S, jehoº vrcholy A,B,C,D leºí po °ad¥ na kruºni-
cích k1, k2, k3, k4.
e²ení:
Jelikoº u rovnob¥ºníku se úhlop°í£ky p·lí a strany jsou navzájem rovnob¥ºné, pr·-
se£ík úhlop°í£ek je potom st°edem soum¥rnosti daného rovnob¥ºníku. Zadaný bod S
bude tedy st°edem soum¥rnosti hledaného rovnob¥ºníku. Vrcholy rovnob¥ºníku leºí
postupn¥ na kruºnicích k1, k2, k3, k4, vrchol C bude obrazem vrcholu A ve st°edové
soum¥rnosti podle bodu S a bod D bude obrazem bodu B ve st°edové soum¥rnosti
podle bodu S. P°i hledání nap°. vrcholu C vyjdeme z toho, ºe leºí na kruºnici k3 a
je obrazem bodu A, protoºe bod A leºí na kruºnici k1 bude leºet bod C na obrazu
kruºnice k′1. Bod C leºí na pr·se£ík· kruºnice k3 a k
′
1. Obdobn¥ najdeme i ostatní
vrcholy. Lze vyuºít i rovnob¥ºnosti protilehlých stran p°i hledání posledního vrcholu.
Na níºe uvedených obrázcích je nejd°íve zobrazen pouze jeden £ty°úhelník pro v¥t²í
názornost. Druhý obrázek obsahuje jiº v²echna °e²ení.
Obrázek 4.14: P°íklad C.7 - £ást °e²ení
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Obrázek 4.15: P°íklad C.7 - celé °e²ení
Konstrukce:
1. S(S) : k1 → k′1, k2 → k′2, k3 → k′3, k4 → k′4
2. A;A = k1 ∩ k′4
3. B;B = k2 ∩ k′3
4. C;C = k3 ∩ k′2
5. D;D = k4 ∩ k′1
6. rovnob¥ºník ABCD
Diskuze:
Podle zvolené polohy kruºnic m·ºeme dostat ºádné, jedno, dv¥ nebo £ty°i °e²ení.
e²ení neexistuje, pokud nebude existovat pr·se£ík kruºnic k1 a k′4, k2 a k
′
3, k3 a
k′2, k4 a k
′
1. Jedno °e²ení, a to konkrétn¥ £tverec nebo koso£tverec nastane, pokud se
kruºnice budou dotýkat v jednom bod¥. Dv¥ °e²ení nastanou, pokud se dv¥ dvojice
kruºnic protnou ve dvou bodech a druhé dv¥ dvojice budou mít pouze jeden spole£ný
bod. ty°i °e²ení nastanou, pokud se budou kruºnice protínat ve dvou bodech.
Pedagogická poznámka: V¥t²ina ºák· zapomn¥la propojit v²echny kombinace
bod·, tím se ochudila o n¥která °e²ení. Pokud budou mít ºáci s daným p°íkladem
problémy je vhodn¥j²í ho za°adit aº nakonec a p°edsunout p°íklady C.8 - C.10.
Princip °e²ení je podobný.
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P°íklad C.8
(C.8.ggb)
Je dána p°ímka p, kruºnice k(S, r) a body A1, B1 tak, ºe A1 se nerovná B1 a neleºí
ani na p°ímce p ani na kruºnici k. Sestrojte trojúhelník ABC tak, aby A ∈ p,B ∈ k
a body A1 a B1 byly po °ad¥ st°edy stran BC a AC.
e²ení:
Bod A1 má být st°edem strany BC, proto body B,C jsou st°edov¥ soum¥rné podle
st°edu A1. Bod B1 má být st°edem strany AC, proto body A,C jsou st°edov¥ sou-
m¥rné podle st°edu B1. Bod A má leºet na p°ímce p a bod C je s ním st°edov¥
soum¥rný podle bodu B1, proto bod C musí leºet na obrazu p°ímky p ve st°edové
soum¥rnosti se st°edem B1. Zárove¬ bod B má leºet kruºnici k a je st°edov¥ sou-
m¥rný s bodem C ve st°edové soum¥rnosti se st°edem A1, proto bod C musí leºet
na obrazu kruºnice k ve st°edové soum¥rnosti se st°edem A1. Z toho vyplývá, ºe bod
C leºí na obrazu kruºnice k′ a zárove¬ na obrazu p°ímky p. Bod B najdeme jako
obraz bodu C ve st°edové soum¥rnosti se st°edem B1. Bod A nalezneme jako obraz
bodu C ve st°edové soum¥rnosti se st°edem A1.
Obrázek 4.16: P°íklad C.8 - °e²ení
Konstrukce:
1. S(A1) : k → k′
2. S(B1) : p→ p′
3. C;C = k′ ∩ p′
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4. B;S(A1) : C → B
5. A;S(B1) : C → A
6. trojúhelník ABC
Diskuze:
Podle zvolené po£áte£ní polohy kruºnice k a p°ímky p má úloha ºádné, jedno, nebo
dv¥ °e²ení. Úloha nemá ºádné °e²ení, pokud neexistuje pr·se£ík kruºnice k′ a p°ímky
p′. Pokud je p°ímka te£nou ke kruºnici dostaneme jedno °e²ení. Pokud p°ímka pro-
tíná kruºnici ve dvou bodech, dostaneme dv¥ °e²ení.
54
P°íklad C.9
(C.9.ggb)
Jsou dány dv¥ soust°edné kruºnice k1(O, r1), k2(O, r2), r1 > r2 a bod S leºící na
men²í z nich. Sestrojte rovnob¥ºník ABCD se st°edem v bod¥ S, jehoº vrcholy leºí
na daných kruºnicích.
e²ení:
P°i °e²ení vycházíme z °e²ení p°íklad· C.7. Bod S je st°edem soum¥rnosti hledaného
rovnob¥ºníku ABCD. Jestliºe bod A leºí na kruºnici k2, musí bod C jako jeho obraz
leºet na obrazu k′2, proto C ∈ k′2 ∩ k1, obdobn¥ pro body B,D.
Obrázek 4.17: P°íklad C.9 - °e²ení
Konstrukce:
1. k′1;S(S) : k1 → k′1
2. A,B; {A,B} = k′1 ∩ k2
3. C,D;S(S) : A→ C,B → D
4. rovnob¥ºník ABCD
Diskuze:
Podle velikosti polom¥ru kruºnic k1 a k2 má úloha ºádné nebo jedno °e²ení:
1. r1 < 2r2 1 °e²ení
2. r1 > r2 ºádné °e²ení.
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P°íklad C.10
(C.10.ggb)
Je dána kruºnice k(S, r) a bod A, který je uvnit° kruºnice k, a p°ímka p, která nemá
s kruºnicí ºádný spole£ný bod. Najdi v²echny úse£ky KL tak, aby K ∈ k a L ∈ p
takové, aby bod A byl st°edem úse£ky KL.
e²ení:
P°i °e²ení op¥t vycházíme z p°íklad· C.7 - C.9.
Bod A je st°edem úse£ky KL. Jestliºe bod K leºí na kruºnici k, musí bod L jako
jeho obraz leºet na obrazu kruºnice k′ ve st°edové soum¥rnosti se st°edem A, proto
L = k′ ∩ p.
Obrázek 4.18: P°íklad C.10 - °e²ení
Konstrukce:
1. k′;S(A) : k → k′
2. L;L = k′ ∩ p
3. K;S(A) : L→ K
4. úse£ka KL
Diskuze:
Úloha má ºádné, jedno nebo dv¥ °e²ení. Záleºí na vzájemné poloze p°ímky a kruº-
nice. e²ení neexistuje, pokud neexistuje pr·se£ík obrazu kruºnice k a p°ímky p.
Pokud je p°ímka p te£nou obrazu kruºnice k, dostaneme jedno °e²ení. Pokud p°ímka
p protíná kruºnici k′ ve dvou bodech, dostaneme dv¥ °e²ení.
Pedagogická poznámka k úlohám C.8 - C.10: Úlohy jsou si navzájem velmi
podobné. Moºná by sta£ilo za°adit pouze jednu, nanejvý² dv¥.
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4.2 Ov¥°ení pracovních list·
Pracovní listy - st°edová soum¥rnost byly ov¥°eny v rámci p°edm¥tu Seminá° z ma-
tematiky ve t°etím ro£níku na Gymnáziu Jind°icha imona Baara v Domaºlicích.
V tomto seminá°i ºáky p°ipravujeme k profilové maturit¥ z matematiky a materiály
byly pouºity k opakování u£iva.
Základní pravidla jsem se ºáky zopakovala na úvodních p°íkladech - zobrazení bodu,
p°ímky a kruºnice. áci byli schopni podle praktické zku²enosti sami doplnit defi-
nici £i postup p°i zobrazování kruºnice, av²ak formální stránka zápisu nebyla vºdy
v po°ádku.
Motiva£ní p°íklad i pro takto staré ºáky byl velmi poutavý, i kdyº kv·li nedostatku
£asu jsme ho nedokreslovali celý.
P°íklad C.1 byl pro ºáky obtíºný. Na podobná zadání nejsou zvyklí, proto jeho °e-
²ení zabralo více £asu, neº jsem p°edpokládala, cca 7-10 minut. P°íklady C.2 - C.4
byly pro ºáky jednoduché; jejich zadání se shoduje s b¥ºným zadáváním p°íklad·. U
p°íkladu C.5 - C.10 jsem postupovala tak, ºe si nejd°íve ºáci samostatn¥ p°ipravo-
vali svá °e²ení, následn¥ jsem pustila applet a komentovala p°ipravenou konstrukci.
V záv¥ru jsme diskutovali o po£tu °e²ení a co jej ovliv¬uje. Op¥t jsme v²e ukazovali
na appletu (zm¥na vzájemné polohy zadaných útvar·).
Celé testování pracovních list· probíhalo b¥hem dvou dvouhodinových seminá°· s
tím, ºe v prvním bloku jsme pro²li úvod st°edové soum¥rnosti, základní konstruk£ní
dovednosti a p°íklady z procvi£ení C.1 - C.4. V druhé £ásti jsme se v¥novali náro£-
n¥j²ím p°íklad·m C.5 - C.10, p°i£emº nejv¥t²í £ást seminá°e byla v¥nována diskuzi
o po£tu °e²ení.
Na záv¥r jsem rozdala malé dotazníky, abych zjistila, jak se student·m s pracovními
listy pracovalo. Vypln¥ní dotazník· bylo anonymní.
Dotazník - st°edová soum¥rnost - 3.ro£níky:
1. Jsou pro Vás pracovní listy srozumitelné? ANO - NE
2. Uvítali byste £ast¥ji výuku pomocí pracovních list·? ANO - NE
3. Up°ednost¬ujete pokud u£itel rýsuje (£rtá) na tabuli, nebo pokud má p°ipra-
venou animaci? TABULE - ANIMACE
4. Který p°íklad byl pro Vás nejnáro£n¥j²í?
5. Vyuºijete pracovní listy i p°i dal²í výuce? ANO -NE
Pokud ANO, jak?
V²ichni dotazovaní ºáci uvedli, ºe pracovní listy jsou pro n¥ srozumitelné a uvítali by
£ast¥j²í výuku s jejich pomocí. Na t°etí otázku, zda up°ednost¬ují ná£rtky na tabuli
£i po£íta£ovou animaci, se jiº odpov¥di li²ily. P°esn¥ polovina ºák· dává p°ednost
animacím. Jako nejnáro£n¥j²í p°íklad ozna£ila op¥t p°esn¥ polovina ºák· p°íklad C.7.
Ostatní ºáci ozna£ovali vºdy jeden z p°íklad· C.8 - C.10. Pouze jeden ºák ozna£il
p°íklad C.3. T°i £tvrtiny ºák· vyuºijí pracovní listy i p°i dal²í výuce, nej£ast¥ji jako
materiál pro opakování k maturit¥.
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Kapitola 5
Práce s nadanými ºáky
V rámci práce s nadanými ºáky jsem p°ipravila n¥kolik témat pro St°edo²kolskou
odbornou £innost pro ºáky t°etích a £tvrtých ro£ník· vy²²ího gymnázia. Témata
byla nabídnuta ºák·m v rámci p°edm¥tu Seminá° a cvi£ení z matematiky a volitel-
ného p°edm¥tu Deskriptivní geometrie. Níºe uvádím soupis témat s krátkou anotací.
Ne v²echny nám¥ty pln¥ souvisí s tématem diplomové práce, ale rozhodla jsem se je
uvést v²echny, jelikoº pln¥ korespondují s mým studovaným oborem a jiº aprobova-
nými p°edm¥ty, které vyu£uji na Gymnázium J. . Baara v Domaºlicích. První dv¥
témata byla vytvo°ena v souvislosti s diplomovou prací a s cílem roz²í°it o úlohy mo-
tivující a úlohy pro nadané ºáky. N¥která témata jsou jiº zpracována a ºáci se s prací
ú£astnili p°ehlídky st°edo²kolských odborné £innosti (jejich umíst¥ní je uvedeno u
zadání).
5.1 Nabídka témat SO
5.1.1 Geometrická zobrazení v úlohách matematických olym-
piád
Obor £. 12: Tvorba u£ebních pom·cek a didaktické technologie
Téma bylo jiº zpracováno - 4.místo v krajském kole p°ehlídky st°edo²kolské odborné
£innosti.
Anotace:
Cílem práce je sestavit sbírku °e²ených geometrických úloh na uºití zobrazení. Ze
star²ích zadání matematických olympiád vyberte úlohy týkajících se geometrických
zobrazení. Následn¥ úlohy zpracujte za pomoci dynamického softwaru Geogebra.
Vytvo°te pracovní listy, které budou obsahovat: zadání, °e²ení a diskuzi. Práci je
vhodné doplnit i webovou stránkou, která bude obsahovat applety s moºností kro-
kování.
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5.1.2 Gotické kruºby
Obor £.1: Matematika a statistika
Téma bylo jiº zpracováno - 1.místo v krajském kole p°ehlídky st°edo²kolské odborné
£innosti s postupem na celostátní p°ehlídku (uskute£ní se 14. - 16. 6. 2013).
Anotace:
Cílem práce je studium základních gotických kruºeb, které se vyuºívají v archi-
tektu°e. Vlastní zam¥°ení bude vycházet z místních podmínek. Vyhledání vhodné
gotické stavby a zpracování gotických kruºeb, které jsou na stavb¥ uºity. To v²e za
pomoci dynamického softwaru Geogebra.
5.1.3 Anamorfózy
Obor £. 1: Matematika a statistika
Téma je zadáno.
Anotace:
Práce by se m¥la v¥novat perspektivním anamorfózám i fungujícím na principu od-
razu. ák by m¥l pochopit základní principy anamorfózy a na základ¥ toho vytvo°it
n¥kolik vlastních. P°i práci by mohl vyuºít program anamorph me.
5.1.4 Pravidelná a polopravidelná t¥lesa
Obor £.1: Matematika a statistika (pop°. obor £. 12: Tvorba u£ebních pom·cek a
didaktické technologie)
Téma je zadáno.
Anotace:
Cílem práce je popis v²ech Platónských a Archimédovských t¥les: jejich stru£ný po-
pis, vytvo°ení 3D papírového modelu i 3D po£íta£ového modelu vytvo°eného pomocí
vhodného programu, ukázky sítí t¥les. Dále je moºné se v¥novat Kepler - Poinsoto-
vým t¥les·m, prismám a antiprismám.
5.1.5 Matematické origami
Obor £.1: Matematika a statistika
Téma není zadáno.
Anotace:
Práce by se m¥la v¥novat p°eváºn¥ modulárním origami, návod·m na jejich sloºení
a konkrétní ukázky. Zpracování návod· m·ºe být psanou formou £i videonávodem
s komentá°em. Práci by bylo vhodné doplnit i o krátký matematický popis t¥les.
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5.1.6 Výuková videa s komentá°em
Obor £.1: Matematika a statistika (pop°. obor £.12: Tvorba u£ebních pom·cek a
didaktické technologie.)
Téma není zadáno.
Anotace:
ák si vybere vhodné téma z oblasti matematiky a p°ipraví výuková videa s komen-
tá°em. Na vybraných p°íkladech objasní problematiku daného tématu. Následn¥
vytvo°í webovou stránku, kde videa vystaví. Videa by m¥ly být maximáln¥ 15 mi-
nutová, zam¥°ená vºdy na konkrétní problém.
5.1.7 Matematika v hádankách
Obor £.1: Matematika a statistika
Téma není zadáno.
Anotace:
Cílem práce je vytvo°ení sbírky hádanek s matematickým základem. U hádanky
uvést °e²ení s vysv¥tlením. Práci je moºné obohatit o prezentace.
5.2 Ukázky z SO
Dv¥ práce vytvo°ené pod mým vedením jiº byly odevzdány a zú£astnily se p°e-
hlídky st°edo²kolské odborné £innosti. Z obou prací jsem vybrala ukázku a stru£n¥
je popsala.
5.2.1 Geometrická zobrazení v úlohách matematických olym-
piád
Téma bylo za°azeno do oboru £.12 Tvorba u£ebních pom·cek, didaktická technologie.
P·vodn¥ byla práce za°azena do oboru £. 1 Matematika a statistika, ale po vytvo°ení
webové stránky jsem práci p°e°adila do oboru £.12.
Práce se zabývá po£íta£ovým zpracováním p°íklad· z prvních ro£ník· matematic-
kých olympiád zam¥°ených na geometrická zobrazení. Tuto st°edo²kolskou odbornou
£innost zpracoval student t°etího ro£níku - Tomá² Primus.
Práce je £len¥na do t°í kapitol, z nichº první dv¥ jsou teoretické. První kapitola
se v krátkosti v¥nuje historii a sou£asnosti matematické olympiády. Druhá kapitola
obsahuje popis jednotlivých geometrických zobrazení a jednoduché ilustrativní p°í-
klady. T°etí kapitola jiº obsahuje vlastní práci ºáka, jsou zde zpracované vybrané
p°íklady z MO. Vºdy je uvedeno zadání, postup, konstrukce, diskuze a obrázek
s °e²ením vytvo°eným v programu Geogebra.
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Cílem této St°edo²kolské odborné £innosti bylo sestavit elektronickou sbírku úloh
z r·zných ro£ník· matematických olympiád na téma geometrická zobrazení. Práci
mohou vyuºít jako u£ební pom·cky jednak ºáci, kte°í se p°ipravují na MO, ale i
u£itelé jako zdroj náro£n¥j²ích p°íklad· pro nadané studenty. Pro lep²í vyuºitelnost
a dostupnost sbírky byla vytvo°ena webová stránka, která obsahuje v²echna °e²ení
i s interaktivním appletem.
http://gymdom.cz/soubory/Soc_primus_web/soc.html
Ukázka z SO - Geometrická zobrazení v úlohách matematických olym-
piád
31. ro£ník- Z-I-6 st°edová soum¥rnost
Je dán lichob¥ºník ABCD s pravým úhlem p°i vrcholech A,D a se stranami |AB| =
6, |AD| = |CD| = 3 . Na jeho st°ední p°í£ce je dán bod S ve vzdálenosti 2 od strany
AD. Sestrojte koso£tverec, který má st°ed v bod¥ S a uvnit° kaºdé strany lichob¥ºníku
leºí jeden jeho vrchol.
e²ení:
P°i konstrukci koso£tverce vyuºijeme toho, ºe úhlop°í£ky koso£tverce jsou na sebe
kolmé a vzájemn¥ se p·lí. Dále vyuºijeme soum¥rnost koso£tverce podle jeho st°edu.
Ozna£íme-liM vrchol koso£tverce na stran¥ AD lichob¥ºníku (viz obr.), leºí prot¥j²í
vrchol O nejen na stran¥ BC lichob¥ºníku, nýbrº i na úse£ce A′D′, kde A′D′ jsou
body soum¥rn¥ sdruºené k bod·m A,D podle st°edu S. Sestrojíme tedy nejd°íve
pr·se£ík O úse£ek BC, A′D′ a k n¥mu vrcholM tak, aby byly body O,M soum¥rn¥
sdruºené podle st°edu S. Zbývající vrcholy N,P koso£tverce leºí na úhlop°í£ce, která
prochází bodem S a je kolmá na úhlop°í£ku MO. Najdeme je jako pr·se£íky této
kolmice se stranami AB a CD lichob¥ºníku.
Obrázek 5.1: Ukázka z SO - Tomá² Primus
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Shrnutí
ák k tématu p°istupoval se zájmem. Po vzájemné konzultaci jsme vybrali vhodné
p°íklady do sbírky. B¥hem dvou m¥síc· zpracoval teoretickou £ást práce a °e²ení
k jednotlivým p°íklad·m. Dal²í m¥síc tvo°il applety v Geogeb°e. S vytvo°ením webo-
vých stránek nám pomohl ²kolní administrátor stránek. V p°í²tím roce by cht¥l
student v práci pokra£ovat a zvolit jinou oblast matematiky, kterou by zpracovával.
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5.2.2 Gotické kruºby - kostel sv. Mikulá²e v e£ovicích
Téma bylo za°azeno oboru £.1 Matematika a statistika, i kdyº p·vodn¥ bylo téma
za°azeno do oboru £.11 Stavitelství, architektura a design interiér·.
Tématem této práce jsou gotické kruºby z hlediska teoretického i praktického. Hlav-
ním cílem je vykreslení kruºeb pouºitých na kostele sv. Mikulá²e v e£ovicích za
pomoci dynamického softwaru Geogebra. Tomu p°edchází teoretické informace o
kruºbách a návody k narýsování základních konstrukcí pouºitých dále v praktické
£ásti. Tuto st°edo²kolskou odbornou £innost zpracovala studentka £tvrtého ro£níku
- Zuzana Zwaschková.
První kapitola pojednává o historickém vývoji kruºeb, hlavn¥ o p°echodu z deskové
kruºby na kruºbu li²tovou. Dále vysv¥tluje rozdíly mezi jednotlivými druhy a uvádí
n¥které zvlá²tnosti gotického slohu, jako je t°eba flamboyantní neboli plaménkový
styl. V záv¥ru také popisuje vznik kruºby od jejího návrhu aº po stavbu.
Druhá kapitola se v¥nuje základním konstrukcím pot°ebným pro sestrojení sloºit¥j-
²ích tvar· kruºeb. Krom¥ základ·, jako jsou kruhové a lomené oblouky, jsou tu po-
psány konstrukce trojlistu a £ty°listu v kruhu nebo kruºnice vepsané mezi oblouky.
Dále je tu sférický trojúhelník s trojlistem a mni²kou a také £ty°list ve sférickém
£tverci. U kaºdé základní konstrukce je obrázek z Geogebry, dopln¥ný popisem dané
konstrukce. K práci je p°iloºené CD s applety, je tedy moºné konstrukce odkrokovat
podle popsané konstrukce.
Obrázek 5.2: Ukázka základní konstrukce - £ty°list v kruhu
T°etí kapitola uº náleºí do praktické £ásti. V¥nuje se historii kostela sv. Mikulá²e,
uvádí jeho dataci, informace o archeologických pr·zkumech a také moºný d·vod
výstavby. Obsahuje popis architektury kostela, který je pro lep²í názornost dopl-
n¥ný fotografiemi. Stru£n¥ je zde popsán také sou£asný stav kostela, p°edev²ím jeho
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restaurátorská obnova na konci minulého století.
tvrtá kapitola obsahuje konstrukce kruºeb kostela, narýsované pomocí programu
Geogebra. Kostel sv. Mikulá²e má ²est velkých gotických oken, zakon£ených lome-
ným obloukem s kruºbou, p°i£emº kaºdé okno je zdobené úpln¥ jinak. V práci jsou
kruºby ozna£ené £ísly jedna aº ²est. Krom¥ nich práce také obsahuje rozetu, prola-
mované zábradlí tribuny a kruºbu na poz·statku gotické oltá°ní menzy. V práci je
kaºdá kruºba stru£n¥ popsaná a u nákresu z Geogebry je vºdy fotografie p°íslu²né
kruºby pro srovnání.
Obrázek 5.3: Srovnání nákresu z Geogebry a fotografie
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Obrázek 5.4: Kostel sv. Mikulá²e v e£ovicích
Shrnutí
Práce, kterou studentka vytvo°ila, je velmi kvalitní. Dokazuje to i postup na celo-
státní p°ehlídku SO. P°i zpracování se setkala i s Ing. arch. Petrem Malinským, ve-
doucím projektantem celkové obnovy kostela. Práce by mohla být vyuºita p°i dal²ích
opravách kostela a m¥la by být za°azena do okresního archivu. Jelikoº studentka je
ve £tvrtém ro£níku, bude p°edkládat práci u p°ijímacích zkou²ek na stavební fakultu
obor architektura. V práci by cht¥la dále pokra£ovat v rámci vhodného seminá°e,
nebo by ji cht¥la vyuºít p°i psaní své bakalá°ské £i ro£níkové práce.
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5.2.3 Vyuºití prací SO ve výuce
Ob¥ práce - Gotické kruºby a Geometrická zobrazení v úlohách matematických olym-
piád by mohly být vyuºity ve výuce.
Gotické kruºby vytvo°ené v Geogeb°e by mohly poslouºit jako motiva£ní p°íklady
v hodinách, kde se s osovou a st°edovou soum¥rností teprve za£íná. áci by mohli
v kruºbách hledat osy a st°edy soum¥rnosti nebo dokreslovat kruºbu, aby byla osov¥
soum¥rná. Zárove¬ zde dochází k mezip°emetové vazb¥ s d¥jepisem a výtvarnou
výchovou.
P°íklady z matematických olympiád mohou být vyuºity nadanými studenty, kte°í
se p°ipravují na matematickou olympiádu. Dal²í vyuºití je moºné v hodinách, kde
mohou být zadány tyto p°íklady jako problémové.
K vyuºití prací p°i výuce je²t¥ nedo²lo, ale ob¥ práce byly p°edstaveny ºák·m p°ed
jejich obhajobami na okresním kole a setkaly se s velkým úsp¥chem, coº m·ºe pod-
po°it zájem ºák· o dal²í studium, které není povinné.
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Záv¥r
Matematika hraje v ºivot¥ kaºdého £lov¥ka velmi významnou roli, vyuºíváme ji kaºdý
den. P°i výuce matematiky se student seznamuje s logickými postupy, zd·vod¬uje
svoje záv¥ry a u£í se p°esnému, jasnému a stru£nému vyjad°ování. Rozvíjí p°i tom
svoji trp¥livost a u£í se p°ekonávat p°ekáºky.
Geometrie podporuje prostorovou p°edstavivost a orientaci. Moje diplomová práce je
zam¥°ena práv¥ na tuto oblast matematiky, a to konkrétn¥ na geometrická zobrazení.
P°i výb¥ru tématu jsem vycházela z vlastních pot°eb vytvo°it materiály, které bych
mohla p°i výuce vyuºít.
Cílem práce bylo vytvo°it a ov¥°it pracovní listy pro osovou a st°edovou soum¥rnost.
Listy byly ov¥°eny p°i výuce na Gymnáziu Jind°icha imona Baara v Domaºlicích.
Ov¥°ení prob¥hlo p°i výuce p°edm¥tu Seminá° a cvi£ení z matematiky, který je
ur£en pro vybrané ºáky t°etích ro£ník· se zájmem o matematiku, a dále na niº²ím
gymnáziu v rámci p°edm¥tu Matematické cvi£ení, který je vyu£ován na úrovni sedmé
t°ídy. áci jsou rozd¥leni na dv¥ skupiny podle zdatnosti. Z ov¥°ování vyplynulo, ºe
pracovní listy jsou vhodné jak pro druhý stupe¬ základní ²koly, tak pro ºáky st°ední
²koly.
V²echny p°íklady z pracovních list· jsou v práci vy°e²eny a dopln¥ny o moje post°ehy
z ov¥°ování. e²ení p°íklad· je popsáno jednak slovn¥, jednak jsou uvedeny popisy
konstrukcí a obrázek °e²ení vytvo°ený v Geogeb°e. Na p°iloºeném CD jsou dostupné
i soubory s applety , kde je moºné si konstrukci odkrokovat.
V práci je zahrnuta i kapitola, která se v¥nuje práci s nadanými ºáky - jsou zde
uvedeny návrhy na zpracování st°edo²kolské odborné £innosti. N¥která témata byla
pod mým vedením jiº realizována. Z t¥chto prací jsou zde uvedeny ukázky.
Práci by bylo moºné roz²í°it o pracovní listy pro dal²í geometrická zobrazení - posu-
nutí, stejnolehlost a oto£ení. Pracovní listy by bylo moºné obohatit o dal²í p°íklady
£i doplnit otázkami nebo vytvo°it k nim testy.
V dne²ní dob¥ je p°i výuce matematiky geometrie £asto opomíjena, proto bych byla
ráda, kdyby tato práce napomohla n¥kterým koleg·m, kte°í by ji mohli vyuºít ve
své výuce.
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P°ílohy
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P°íloha A
Seznam pouºitých symbol· a zna£ek
A,B. . . body A,B. . .
a, b. . . p°ímky a, b. . .
AB úse£ka AB
k(S, r) kruºnice se st°edem v bod¥ S a polom¥rem r
A ∈ (/∈)p bod A leºí (neleºí) na p°ímce p
A = B bod A je totoºný s bodem B
A 6= B bod A je r·zný od bodu B
P = a ∩ b pr·se£ík P p°ímek a, b
|AB| délka úse£ky AB
6 ABC úhel p°i vrcholu B
|6 ABC| velikost úhlu p°i vrcholu B
Z zobrazení Z
I identita
Z : X → X ′ bod X ′ je obrazem bodu X v zobrazení Z
O(o) osová soum¥rnost s osou o
S(S) st°edová soum¥rnost se st°edem S
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P°íloha B
Pracovní listy - Osová soum¥rnost
v rovin¥
Motiva£ní p°íklad:
Obrázek B.1
Nakreslete odraz zámku na hladin¥ jezera.
Obrázek B.1:
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Definice:
Osová soum¥rnost s osou o je geometrické zobrazení v rovin¥, které p°i°adí bod·m
v rovin¥ jejich obrazy podle následujících pravidel:
1. .......................................................................................
2. .......................................................................................
B.0.4 Zobrazení bodu
Obrázek B.2
Obrazem bodu A je bod A′.
V osové soum¥rnosti zobrazte body A,B,C podle osy o.
Obrázek B.2:
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B.0.5 Zobrazení p°ímky
Obrázek B.3
Obrazem p°ímky p je p°ímka p′.
V osové soum¥rnosti s osou o zobrazte p°ímku p.
Obrázek B.3:
Postup:
Zvolíte dva body leºící na p°ímce p, které zobrazíte v osové soum¥rnosti s osou o.
Spojnice obraz· bod· bude obraz p°ímky.
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B.0.6 Zobrazení kruºnice
Obrázek B.4 a B.5
Obrazem kruºnice k se st°edem O je kruºnice k′ se st°edem O′.
V osové soum¥rnosti s osou o zobrazte kruºnici k.
Obrázek B.4:
Obrázek B.5:
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Postup:
1. Zobrazíte st°ed O kruºnice k.
2. .............................................................
3. Sestrojíte kruºnici k′(..................).
(Protoºe osová soum¥rnost je shodným zobrazením, zachovává se velikost polom¥ru
kruºnice. Tudíº sta£í zobrazit pouze st°ed kruºnice a kruºnici sestrojit se stejným
polom¥rem.)
B.0.7 Osov¥ soum¥rné útvary
Obrázek B.4
Útvar U , který se v osové soum¥rnosti s osou o zobrazí na útvar U ′ tak, ºe U ′
je totoºný s U , se nazývá osov¥ soum¥rný útvar s útvarem U ′. To znamená, ºe ke
kaºdému bodu naleznete jeho obraz v osové soum¥rnosti s osou o, který rovn¥º náleºí
tomuto útvaru.
Pravidelné mnohoúhelníky mají tolik os soum¥rnosti, kolik mají vrchol· (nap°.:
rovnostranný trojúhelník má t°i osy soum¥rnosti).(2)
Obrázek B.6:
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B.0.8 P°íklady k procvi£ení
P°íklad B.1: U daných útvar· ur£ete v²echny osy soum¥rnosti.
P°íklad B.2: Zobrazte útvary v osové soum¥rnosti s osou o.
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P°íklad B.3: Zobrazte útvar v osové soum¥rnosti s osou o.
P°íklad B.4: Jsou dány dva r·zné body A,B, které leºí v jedné z polorovin
ur£ených p°ímkou p. Ur£ete na p°ímce p bod X tak, aby sou£et |AX|+|BX|
byl nejmen²í.
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P°íklad B.5: Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno
c = 5cm, α = 50◦, a+ b = 7cm.
P°íklad B.6: Sestrojte £tverec ABCD, je-li dáno a+ e = 10cm.
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P°íklad B.7: Sestrojte v²echny trojúhelníky ABC, je-li dán jejich obvod
o = 12cm a úhly α = 60◦, β = 45◦.
P°íklad B.8: Je dána p°ímka o a na ní bod C. Dále jsou dány dv¥
navzájem r·znob¥ºné p°ímky a, b ob¥ r·zné od p°ímky o. Sestrojte
v²echny rovnoramenné trojúhelníky ABC tak, aby strana AB byla
základnou, t¥ºnice tC leºela na p°ímce o a platilo A ∈ a , B ∈ b .
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P°íklad B.9:Do £tverce ABCD vepi²te rovnostranný trojúhelník AY Z
tak, aby Y ∈ BC,Z ∈ CD.
P°íklad B.10: Je dána kruºnice k(S, r) a bod M vn¥ kruºnice k. Sestrojte
v²echny rovnostranné trojúhelníky, pro n¥º je k kruºnice vepsaná a bod
M leºí na p°ímce obsahující jednu stranu trojúhelníku.
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P°íloha C
Pracovní listy - St°edová soum¥rnost
v rovin¥
Motiva£ní p°íklad:
Dokreslete mandalu tak, aby byla st°edov¥ soum¥rná podle st°edu S. Na záv¥r ji
m·ºete vybarvit.
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Definice:
St°edová soum¥rnost se st°edem S je geometrické zobrazení v rovin¥, které p°i°adí
bod·m v rovin¥ jejich obrazy podle následujících pravidel:
1. .......................................................................................
2. .......................................................................................
C.0.9 Zobrazení bodu
Obrazem bodu A je bod A′.
Ve st°edové soum¥rnosti se st°edem S zobrazte body A,B,C.
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C.0.10 Zobrazení p°ímky
Obrazem p°ímky p je p°ímka p′.
Ve st°edové soum¥rnosti se st°edem S zobrazte p°ímku p.
Postup:
Zvolíte dva body na p°ímce p, které zobrazíte ve st°edové soum¥rnosti se st°e-
dem S.
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C.0.11 Zobrazení kruºnice
Obrazem kruºnice k se st°edem O je kruºnice k′ se st°edem O′.
Ve st°edové soum¥rnosti se st°edem S zobrazte kruºnici k a bod X.
Postup:
1. Zobrazíte st°ed O kruºnice k.
2. .............................................................
3. Sestrojíte kruºnici k′(..................).
(Protoºe st°edová soum¥rnost je shodným zobrazením, zachovává se velikost
polom¥ru kruºnice. Tudíº sta£í zobrazit pouze st°ed kruºnice a kruºnici dopl-
nit.)
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C.0.12 St°edov¥ soum¥rný útvar
Útvar U , který se ve st°edové soum¥rnosti se st°edem S zobrazí na útvar U ′
tak, ºe U ′ je totoºný s U , se nazývá st°edov¥ soum¥rný útvar s útvarem U ′. To
znamená, ºe ke kaºdému bodu naleznete jeho obraz ve st°edové soum¥rnosti
se st°edem S, který rovn¥º náleºí tomuto útvaru.
Najd¥te st°edov¥ soum¥rné útvary a ur£ete st°ed soum¥rnosti.
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C.0.13 P°íklady k procvi£ení
P°íklad C.1: Dopl¬te výzdobu dlaºdice tak, aby byla st°edov¥ soum¥rná
podle st°edu S (resp.S ′).
P°íklad C.2: Narýsujte obraz mnohoúhelníka ve st°edové soum¥rnosti se
st°edem S (resp. S ′, S ′′).
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P°íklad C.3: Zobrazte útvar ve st°edové soum¥rnosti se st°edem S.
P°íklad C.4: Sestrojte obraz trojúhelníka ABC ve st°edové soum¥rnosti,
která zobrazí vrchol A na st°ed strany BC.
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P°íklad C.5:Narýsujte trojúhelník ABC, ve kterém je c = 3cm, α =
60◦, β = 95◦.
Potom sestrojte obraz trojúhelníka ABC ve st°edové soum¥rnosti
se st°edem ve st°edu kruºnice
(a) vepsané.
(b) opsané.
P°íklad C.6:Narýsujte trojúhelník KLM , ve kterém je c = 7cm, α =
30◦, β = 60◦.
Potom sestrojte obraz trojúhelníka KLM ve st°edové soum¥rnosti
se st°edem v t¥ºi²ti trojúhelníka KLM .
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P°íklad C.7:Jsou dány £ty°i libovolné kruºnice k1, k2, k3, k4, které se
neprotínají a bod S. Sestrojte rovnob¥ºník ABCD se st°edem S,
jehoº vrcholy A,B,C,D leºí po °ad¥ na kruºnicích k1, k2, k3, k4.
P°íklad C.8:Je dána p°ímka p, kruºnice k(S, r) a body A1, B1 tak, ºe
A1 se nerovná B1 a neleºí ani na p°ímce p ani na kruºnici k.
Sestrojte trojúhelník ABC tak, aby A ∈ p,B ∈ k a body A1 a B1 byly
po °ad¥ st°edy stran BC a AC.
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P°íklad C.9:Jsou dány dv¥ soust°edné kruºnice
k1(O, r1), k2(O, r2), r1 > r2 a bod S leºící na men²í z nich. Sestrojte
rovnob¥ºník ABCD se st°edem v bod¥ S, jehoº vrcholy leºí na
daných kruºnicích.
P°íklad C.10:Je dána kruºnice k(S, r) a bod A, který je uvnit°
kruºnice k a p°ímka p, která nemá s kruºnicí ºádný spole£ný bod.
Najdi v²echny úse£ky KL tak, aby K ∈ k a L ∈ p takové, aby bod A
byl st°edem úse£ky KL.
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